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Ispitivanje poprec¢ne unutarnje sile sanducastog nosaca primjenom principa
varijacije energije
U ovom je radu ispitana poprecna unutarnja sila sanducastog nosaca trapeznog presjeka
pod ekscentricnim opterecenjem. Prouceno je kako distorzija sanducastog nosaca, ali i

Izv.prof.dr.sc. Zhaonan Wang, dipling.grad. razlika u posmiku okvira utjecu na poprecnu silu. Za analizu poprecnih unutarnjih sila okvira
Gradsko sveutiliste Lanzhou, Lanzhou Kina usvojena je metoda varijacije energije koja se temelji na principu minimalne potencijalne
Odjel za gradevinarstvo energije. Varijabilna posmicna razlika gornje ploCe smatrana je nepoznatom velicinom te
524299845(@qqg.com je utvrdena diferencijalna jednadzba Cetvrtoga reda. Poprecni moment savijanja okvira
Autor za korespondenciju dobiven je na temelju razlike u posmiku. Za provjeru predloZene metode i analizu razlika

izmedu rezultata poprecne unutarnje sile izracunanih razlicitim metodama primijenjena su
dva primjera. Utinak distribucije iskrivljenoga poprecnog momenta savijanja sanducastog
nosaca na svakoj plodi ispitan je za razlicite omjere krutosti. Rezultati su pokazali da se
poprecna unutarnja sila sanducastog nosaca izracunana predlozenom metodom podudara
s rezultatima konacnih elemenata, s maksimalnom pogreskom manjom od 9,68 %. Kad
se povetao omjer krutosti sanducastog nosaca, distribucija iskrivljenoga popretnog
momenta savijanja na gornjoj se ploci povecala, a na donjoj ploci smanjila.
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Investigation of the transverse internal force of a box girder using the energy
variational principle

This study investigated the transverse internal force of a box girder with a trapezoidal
cross-section under eccentric loading. The effects of the box girder distortion and frame
shear difference on the transverse internal force were considered. An energy variation
method based on the minimum potential energy principle was adopted for transverse
internal force analysis of the frames. The variable shear difference of the top slab was
considered an unknown quantity, and a fourth-order governing differential equation was
established. The transverse bending moment of the frame was obtained by solving for
the shear difference. Two examples were used to verify the proposed method and analyse
the differences between the transverse internal force results calculated using different
methods. The effect of the distribution of the box-girder distorted transverse bending
moment on each slab was investigated for various stiffness ratios. The results showed
that the transverse internal force of the box girder calculated using the proposed method
agreed well with the finite element results, with a maximum error of less than 9.68 %. When
the stiffness ratio of the box girder increased, the distribution of the distorted transverse
bending moment on the top slab increased, whereas that on the bottom slab decreased.
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1. Uvod

U novije vrijeme sanducasti nosaci projektiraju se s tankim
stijenkamaismanjedijafragmi.Pod ekscentri¢nimopterecenjem,
zbog utjecaja distorzije sanducastog nosaca, izracun poprecne
unutarnje sile sanducastog nosaca postaje slozen. Poprecni
moment savijanja sanducastog nosaca najvazniji je element
popretne unutarnje sile i klju¢ni ¢imbenik koji se mora uzeti
u obzir pri projektiranju mosta. Netocni izracuni poprecnih
momenata savijanja jedan su od uzroka uzduznih pukotina na
spoju hrpta sanducastog nosaca i gornje ploce.

Nekoliko je znanstvenika istrazivalo tocan izratun poprecnih
unutarnjih sila sanducastog nosaca. Stefanou i sur. [1]
proucavali su utjecaj distorzije na izracun poprecnih unutarnjih
sila sanducastih nosaca. Jia i sur. [2], Zhao i sur. [3, 4] te Li i
sur. [5] proucavali su poprecne unutarnje sile okvirnih nosaca
od valovitog Celika metodom analize okvira. Wang i sur. [6]
predlozili su poboljsanu metodu analize okvira te su proucavali
poprecnu unutarnju silu sanducastog nosaca s kosim hrptom.
Chithra i sur. [7] primijenili su metodu analize jednostavnog
okvira (engl. Simple Frame Analysis — SFA) za analizu poprecne
unutarnje sile sanducastog nosata s jednim sandukom i
dvostrukim celijama. Rezultati su izracunani i usporedeni s
onima dobivenima primjenom trodimenzionalnog programa
konacnih elemenata. Kurian i sur. [8, 9] analizirali su nedostatke
SFA metode i utjecaje konzolne ploce i opterecenja vozila na
poprec¢ni moment savijanja. Rambo-Roddenberry i sur. [10]
primijenili su metodu konacnih elemenata za analizu poprecnih
unutarnjih sila sanducastih nosaca na koje utjeCu zastitne
ograde. Zheng i sur. [11] proucavali su poprecne unutarnje sile
u mostovima zakrivljenih sanducastih poprecnih presjeka. Guo
i sur. [12] izracunali su poprecne unutarnje sile pravokutnih i
trapeznih sanducastih nosaca pomocu analize okvira. Zhong i
sur. [13] primijenili su metodu konacnih elemenata za izracun
i analizu popre¢ne unutarnje sile sanducastog nosaca. Zhang i
sur. [14] proveli su eksperimentalno istrazivanje ucinkovitosti
bofnog naprezanja montazno segmentiranoga kompozitnog
mosta sanducastoga poprecnog presjeka s valovitim Celi¢nim
hrptom. Resupero i sur. [15] razvili su analiticki model kojim
je ispitan odnos izmedu uzduzne posmic¢ne deformacije i
poprecne deformacije od savijanja kako bi se primijenile
informacije o poprecnoj unutarnjoj sili na proracun poprecne
armature sanducastih nosaca. Utjecaj deformacije sanducastog
nosaca na izraune popretnog momenta savijanja ne moze se
zanemariti jer njegova velicina mijenja raspodjelu poprecnog
momenta savijanja svake ploce. Wang i sur. [16] razmatrali
su utjecaj distorzije pri primjeni metode analize okvira za
proucavanje poprecnih unutarnjih sila sanducastih nosaca s
jednim sandukom i dvostrukom celijom te s valovitim celicnim
hrptom. Za ispitivanje distorzije sanducastog nosaca povezanog
s poprecnim unutarnjim silama Zhang i sur. [17] proucavali su
distorziju trapeznoga sanducastog nosaca primjenom metode
slicne onoj koja se primjenjuje za proucavanje torzije te su
analizirali utjecaj razli¢itih parametara na distorziju. Xu i sur.[18]

primijenili su opéu metodu uskladivanja za prouc¢avanje distorzije
sanducastih nosaca. Izracunane teorijske vrijednosti vecinom su
verificirane metodom konacnih elemenata. Ji i sur.[15] predlozili
su metodu modifikacije modela konacnih elemenata mosta
temeljenu na metodi odzivne povrSine i algoritmu Fmincon.
To znatno poboljSava tocnost izracuna konacnih elemenata
poprecne unutarnje sile sanducastog nosaca.

Ispitivanja navedenih poprecnih unutarnjih sila sanducastih
nosaca primarno su se temeljila na analizi okvira i metodama
konacnih elemenata. U ovom je radu okomito ekscentri¢no
opterecenje koje djeluje na sanducasti nosac rastavljeno na
pozitivna i antisimetri¢na opterecenja koja ne uzimaju u obzir
samo distorziju sanducastog nosaca, vec i utjecaj posmicne
razlike okvira na izraun poprecne unutarnje sile. Metodom
varijacije energije utvrdena je kontrolna diferencijalna jednadzba
Cetvrtog reda. Uzimajuci posmicnu razliku na gornjoj ploci okvira,
T(2), kao nepoznatu veli¢inu, moze se dobiti moment savijanja
okvira uzrokovan posmi¢nom razlikom. Superpozicija momenata
savijanja generiranih pozitivnim i antisimetri¢nim opterecenjem
odreduje konacnu poprecnu unutarnju silu sanducastog nosaca.
Takoder su ispitani ucinci promjene omjera krutosti na iskrivljeni
popre¢ni moment savijanja sandu¢astog nosaca.

2. Pretpostavke i modeli analize

Prvo je ispitan jednostavno poduprti sanducasti nosac s
trapeznim poprecnim presjekom jednake visine kao sto je
to prikazano na slici 1. Vertikalno ekscentri¢cno ravnomjerno
rasporedeno opterecenje A(Z) djeluje na sanducasti nosac. Radi
prakti¢nosti, navedeno opterecenje se u ovome radu oznacava s
P. Segment grede jedini¢ne duljine izrezan je iz sredine raspona
jednostavno poduprte grede. Njegova gornja plo€a, donja
ploca, hrbat i druge ploce Cinile su zatvoreni okvir kao Sto je to
prikazano na slici 2.

Slika 1. Jednostavno poduprti sanducasti nosac s pripadajucim
kontinuiranim opterecenjem

Na slici 2. a,, a,, a, i a, redom oznacavaju Sirine lijevoga hrpta,
donje ploCe, desnoga hrpta i gornje ploce; d je Sirina konzolne
ploce; t, t, t, it su pripadajuce debljine navedenih ploca, a h je
visina grede. /, = I, , i |, oznatavaju momente inercije plocastih
elemenata izvan ravnine i mogu se izracunati pomocu /, = £/
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[12(1-p2)], pri cemu je i= 1, 2, 4, a p je Poissonov koeficijent.
Koordinatni sustav je desni koordinatni sustav.

Slika 2. Poprecni presjek trapeznoga sanducastog nosaca

Okvir je uzet kao predmet istrazivanja te su donesene tri

primarne pretpostavke [6, 16]:

1. Zanemarena je poprectna deformacija svake ploCe koja
Cini okvir, to jest, opseg sanducastog presjeka smatran je
nestlacivim te nije bilo prisutno poprecno naprezanje.

2. Kada je doslo do distorzije sanducastog nosaca, ploce koje su
Cinile sanducasti presjek smatrane su poprecnim presjekom
svakoga uzduznog ploCastog nosaca, Sto je zadovoljilo
pretpostavku ravnog presjeka.

3. Zanemaren je utjecaj debljine svake ploCe sanducastog
nosata na savijanje, odnosno posmitno naprezanje i
normalno naprezanje pri savijanju jednoliko su rasporedeni
po debljini stjenke.

Za ispitivanje poprecne unutarnje sile sanduastog nosaca
ekscentritno opterecenje primijenjeno na gornju plocu
sanducastog nosaca rastavljeno je na pozitivna i antisimetri¢na
opterecenja kao Sto je to prikazano na slici 3., pri ¢emu a
oznacava udaljenost izmedu poloZaja opterecenja i ruba gornje
ploCe, a e udaljenost izmedu djelovanja koja djeluju na gornju
plocu.

< >< >< >
P/2 P/2
a) Y Y
A B
D c
P/2 A P/2
b) Y
A B
D c

Slika 3. Dekompozicija opterecenja na okviru: a) pozitivno simetricno
opterecenje; b) antisimetri¢no opterecenje

Poprecna unutarnja sila okvira kod kojeg dolazi do pozitivhoga
simetrinog opterecenja moze se izraCunati tako da se prvo
doda oslonac, koji se potom ukloni te se njegovo djelovanje
zamijeni poprecnom silom. Na kraju se rezultati superponiraju
kako bi se dobila poprecna unutarnja sila okvira pod pozitivno
simetri€nim opterecenjem. Moment savijanja okvira izuzetno
je mali pod obrnutom silom nosivosti te se zato opcenito
zanemaruje. Buduci da je opterecenje imalo pozitivhu simetriju,
distorzija okvira nije stvorila poprecni moment savijanja.
Poprecna unutarnja sila koju stvara pozitivho simetri¢no
opterecenje izracunana je metodom konacnih elemenata ili
metodom mehanike konstrukcija.

Popretna unutarnja sila okvira pod antisimetricnim
opterecenjem takoder je izracunana tako da se prvo doda
oslonac, koji se potom ukloni te se njegovo djelovanje zamijeni
poprecnom silom. Uz antisimetricno optereenje nepoznata
posmitna razlika, 7z), takoder je djelovala na svaku plocu
poduprtog okvira. Navedena se posmicna razlika u ovome radu
oznacava s T. UCinci opterecenja prikazani su na slici 4. Moment
savijanja okvira generiran je antisimetri¢nim opterecenjem P/2 i
posmic¢nom razlikom 7. Naslici4. T, T, i T, oznacavaju posmicne
razlike u gornjemu, donjemu i rebrastome hrptu. Kada posmicna
razlika djeluje samo na okvir, T_uzrokuje bocno pomicanje okvira
i stvaranje unutarnje sile. U ovom se radu nepoznata posmicna
razlika Todnosi samo na 7.,

Slika 4. Proracunski model okvira pod antisimetricnim opterecenjem

Kako bi se izracunao 7, princip varijacije energije primjenjuje se
za konstruiranje diferencijalne jednadzbe s T kao nepoznatom
velicinom. Navedeno je izvedeno kako bi se rijeSio moment
savijanja okvira uzrokovan posmi¢nom razlikom u gornjoj ploci.
Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetricnim opterecenjem,
P/2, moze se izracunati metodom mehanike konstrukcija ili
metodom konacnih elemenata. Za uspostavljanje diferencijalne
jednadzbe odredeni su odnos izmedu horizontalnog pomaka okvira
u x-smjeru i antisimetricno opterecenje prikazano na slici 4.

3. Horizontalni pomak poduprtog okvira pod
antisimetri¢nim opterecenjem

3.1. Unutarnja sila okvira i horizontalni pomak
uzrokovan posmicnom razlikom T

Dijagram momenta savijanja okvira uzrokovan posmitnom
razlikom T upuCuje na antisimetriju oko y-osi kao Sto je to
prikazano na slici 5.
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Slika 5. Moment savijanja okvira uzrokovan posmi¢nom razlikom

Moment savijanja M, totke A na slici 5. jednak je g,X,/2, a
moment savijanja M, tocke D jednak je (a,X,-hT)/2, pri cemu je

2
X1_{a1<a4+2a2)+a2}hT )
I, I, |T
“%*%*M

4 2 1

Ako je X, = n,Th, tada se n, moze dobiti usporedbom izraza
(1). X, oznacava antisimetri¢nu nepoznatu silu na gornjoj ploci
osnovnog sustava pri rjeSavanju momenta savijanja okvira
uzrokovanog posmitnom razlikom. MnoZenjem grafikona,
horizontalni pomak, A (2), tocke B okvira izracunan je pomocu
izraza (2):

/ / 12E (2)

1 2

AT(Z){aJh(ZaZ +a,)-2a a3, —1)} h’T

Izraz (2) moZe se ponovno napisati kao A (2) = K, pri cemu se K,
dobiva iz izraza (2) u kojoj je £modul elasti¢nosti ploce.

3.2. Unutarnja sila okvira i horizontalni pomak
uzrokovan antisimetricnim opterecenjem P/2

Dijagram momenta savijanja okvira uzrokovan antisimetricnim
opterecenjem P/2 upucuje na antisimetriju oko y-osi kao Sto je
to prikazano na slici 6.

7777777 ST777777

Slika 6. Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetricnim

opterecenjem

Moment savijanja, M,, u tocki Anaslici 6. jednak je (Pa-a,X)/2, a
moment savijanja, M,, u tocki Djednak je [2a, X,-(a,-a,+2a)Pl/4.
X,, koji je izratunan pomocu izraza (3), primijenjen je za izracun
antisimetri€ne nepoznate sile na gornjoj ploci osnovnog sustava
pri odredivanju momenta savijanja okvira pod antisimetricnim
opterecenjem P/2.

x _| &i(a,a, —6aa, —6aa, +a. -2a’) . al(a,—a, +2a) . a’(3a,-2a) P (3)
° 2 2/ I T

1 2 4

Ako je X,=mn_P, onda se n, moZe dobiti iz jednadzbe (3). Ako je X,
=n,7h, X, =n,P. a Toznacava jedini¢nu silu, tada se horizontalni
pomak, A (2), tocke Bokvira uzrokovanog P/2 moze dati izrazom:

Ph 2a(a? - a2 ? a,(6aa,—4a° -a:
AP(Z’_12E{771773{ ( ; 2)_7_2+ . ( 4[ 4):|
1 2 4

2l 2l (4)

2 4 1

{a;(az -a,+2a)  &(2a-3a,), a(a,~2a,-6a)(@, —az)}
3

[} I [} 2,

1 4 1 2

7]3|:a1(a4+2a2)+i§}+a1(a4_3a_a2)+az(a4_za_az)}

Izraz (4) moZe se ponovno napisati kao 4,(2) = PK, a K, se moze
dobiti iz izraza (4).

Analiza je upozorila na odnos izmedu horizontalnog pomaka
okvira pod P/2 i posmictne razlike T kao Sto je to prikazano na
slici 4. Navedeni je odnos dan izrazom (5):

A2 = b,(2) + 0. (2) (5)

Izraz (5) takoder se moZze napisati kao A(z) = PKp + TK, a
deriviranje tog izraza dva puta daje izraz (6):

0"(2) = P"K + T'K, (6)

4. Ukupna potencijalna energija okvira i
utvrdivanje diferencijalne jednadzbe

4.1. Energija deformacije poprecnog savijanja, IT,

Pod kombinacijom antisimetri¢nog opterecenja £/2 i posmicne
razlike T, energija popretne deformacije savijanja TII,
sanducastog nosaca jedini¢ne duljine sastavljena je od M, i M,,
koji oznatavaju momente savijanja poduprtog okvira pod P/2
i 7. Energija deformacije poprecnog savijanja poduprtog okvira
pod antisimetri¢nim opterecenjem izracunana je na sljededi
nacin.

4.1.1. Energija deformacije poprecnog savijanja okvira
pod antisimetri¢nim opterecenjem P/2

MnozZenje dijagrama momenta okvira na slici 6. i uzimanje
polovice vrijednosti daje izraz (7):
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M ds = { 4aa4(2” a,)+a; +a1(a§+a2a4+af)+£ .
2B T 12E I, 21,
ai(a, —a,—2a) az(a4 +2a) aw(a“ +2a,)(a, —a,)—6aa,(a, +a,)
s * )
21, 1, 21,

a®  a(a,—a,)a,—a,+6a)+12aa" N

—+
4]

4 1

ay(a, —a,)a, —a, +4a)+4d’a, }
8/,

Desna strana izraza (7) mozZe se ponovno napisati kao P°K_,
pri cemu se K_, dobiva iz izraza (7). / oznatava moment
inercije svake ploce izvan ravnine, a put integracije s opseg je
sanducastog presjeka.

4.1.2. Energija deformacije poprecnog savijanja okvira
pod posmi¢nom razlikom T

MnoZenje dijagrama momenta okvira na slici 5. i uzimanje
polovice vrijednosti daje izraz (8):

2 2 2_
Mig TRf0 6 6@ +20 "2aa)), @ a,
s2EI 12E 21, 21, 21, 21, 1,
(8
[al(a4—2a2)_i§]}
! I
1

Desna strana izraza (8) moZe se ponovno napisati kao 7K _, pri
¢emu se K __dobiva iz izraza (8).

4.1.3. Energija deformacije poprecnog savijanja okvira
uzrokovana kombinacijom antisimetri¢nog
opterecenja P/2 i posmicne razlike T

Dijagrami momenata savijanja na slikama 5. i 6. mnoze se kako
bi se dobio izraz (9):
azan}

a*(2a—3a,) ai(a,—a,+2a) a(ba-a,+2a,)(a,
T 21, 2,

’73[01(114 +4a,) 7£:|+ ay(a,

M M TPh {’m{ 6aa4 4a’—dj) & a(4al-2a] -

T P dS =
. 12E ], 2,

). ()

a(3a+a,-a,)
_ ; }

—a, +2a)
2/

1

1 2 2 1

Desna strana izraza (9) moze se ponovno napisati kao TPK__, pri
¢emuse K, dobivaizizraza (9). Energija deformacije poprecnog
savijanja okvira mozZe se izraziti pomocu izraza (10):

M, = P2K ,+ T2K _+TPK . (10)

4.2, Potencijalna energija vanjskog opterecenja, I,

U presjeku sanducastog nosaca pod antisimetri¢nim opterecenjem
doslo je do kutnog pomaka, 6(2). U ovome se radu navedeni pomak
oznacava s 0. Kutni pomak, 0, poprecnog presjeka sanducastog
nosaca moze se izraCunati pomocu izraza (11):

(M, + M, )M
0~ [ =2 s 1
El a1
pri Cemu M, oznacava moment savijanja okvira koji stvara
jedinicni moment koji djeluje na srednji raspon gornje ploce
okvira kao Sto je to prikazano na slici 7.

30 O
P

7777777

v g
ST777777

Slika 7. Moment savijanja okvira uzrokovan jedini¢nim momentom

Moment savijanja, M,, u tocki A na slici 7. jednak je a,X,/2+(q,
- a,)/(2a,), a M, je jednak a,X,/2. X, oznaava antisimetri¢nu
nepoznatu silu na donju plo¢u u osnovnome sustavu pri
rjeSavanju M,, a moze se dobiti izrazom (12):

a(2a’ -a,a,
a,lr

_ag) + a§(4a4 —532)
2a,l,I’

X, =

2

(12)

Ako je X, =n,, zamjenom X, = n,P, X, =n,Th, X, =n, uizraz (11)
dobiva se izraz za 6:

0= ﬁ{[ZaA%rkMaz —6aa, +a’)+2a’n,(3a, —2a)+2a*(3a, —3a, —2a) +

8a’ 2a§ 12aa,
il

+12a-3a, l+
a, a, /

4

[(6a-a, —4a4;;3)’7;+1 +(1=21,)(2n, +1)]M+ (13)

2 1

a3, (2ayp, -2a + a, ~a, )}+{afq'(3a2 —2a,-2a,a,n,) N an,(1-a,)
[ 2a,l, 1,

a(a, -a,)(1+2na, —na, ]}

.
HRagn i -aa, +al) -an,(a,~25,)
1 2

12E

Izraz (13) moZe se ponovno napisati kao 8 = PK,+TK,, pri Cemu
se K, i K, mogu dobiti iz jednadZbe (13). Dakle, potencijalna
energija vanjskog opterecenja na okvir jednaka je IT, = -(P?K,

+PTK, Je/2.
4.3. Energija deformacije pri uzduznome savijanju, I,

Energija deformacije pri uzduznome savijanju sanducastog
nosaca jedini¢ne duljine moze se izraziti pomocu n, I ZEdQ a
integral od Q oznacava poprecni presjek svake ploce
sanducastog nosaca. Prema pretpostavkama u ovome
istrazivanju, distribucija normalnog naprezanja pri savijanju
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na svakoj ploci prikazana je na slici 8. Zanemarujuci utjecaj
energije deformacije pri savijanju hrpta, energija deformacije
pri savijanju okvira izracunava se pomocu izraza (14).

A ) —7 / '

<
AN

Slika 8. Raspodjela normalnog naprezanja pri distorziji i savijanju

A (2)PE
- %[‘agaﬁt@ +ta,f)+t,da’(3a2 +3a,d +d?)]  (14)
> 4

U izrazu (14) o, i o, oznaavaju normalna naprezanja pri
distorziji i savijanju u kutnim tockama A i D. Ako su B = o,/
o, i I, = K [A"(z)?, onda se K, moze dobiti iz jednadzbe (14).
Uvrstavanjem izraza (6) u izraz (14) dobiva se izraz za I1_kao Sto
je to prikazano u izrazu (15):

Hq=KqK§(P" Y+ 2KTKPKqP”T" + KqKﬁ(T” )i (15)
4.4, Postavljanje i rjeSavanje diferencijalne jednadzbe

Kroz gore prikazanu analizu dobivena je jednadzba za ukupnu
potencijalnu energiju okvira, koja ukljuCuje energiju deformacije
pri popre¢nome savijanju, energiju deformacije pri savijanju i
potencijalnu energiju vanjskog opterecenja.

=11, +11, +11, (16)

Zamijena odgovarajucih izraza u jednadzbi (16) daje izraz (17):

=K KT+ 2K KKPT +T°K, +
(17)
2PK . —PeK, _ 2K

mPT o T 4 mP

2

Prema Eulerovoj formuli, diferencijalna se jednadzba moze
dobiti na sljedeci nacin:

5 Ko p2 | K k2(P'Y

2PK . —PeK

T KK+ TK g + S 20— (8)
K 14

Akojeaz[ﬁj ,tada se izraz (18) moze ponovno napisati
7 kao (19):

T""+4A4T=MP (19)

4K K,

Ta je diferencijalna jednadzba slicna diferencijalnoj jednadzbi
savijanja grede na elasti¢noj podlozi, a moZze serijeSiti primjenom
analognog rjesenja za gredu na elasti¢noj podlozi kada je PleK, -
2K o)/(4K K) jedinicno opterecenje. Oblik rjesenja slican je
jednadzbi (20), gdje je k = K /K. Posmicna razlika, 7, okvira
pod jedini¢nim opterecenjem moze se dobiti iz jednadZbe (20),
a rezultat se mnozi s ek -2K )/(4K K). Zato se posmicna
razlika poduprtog okvira pod antisimetricnim opterecenjem
dobiva na sljedeci nacin:

T(z)= ﬂﬂ;’:z [cos(4,2)+ sin(4,2)] (20)

Sanducasti je nosacimao 7(z) = 0 na fiksnome kraju, jednostavno
poduprti kraj s krutom dijafragmom i slobodni kraj s krutom
dijafragmom. Nakon izratunavanja 7 moze se dobiti poprecni
moment okvira pod posmitnom razlikom. Superpozicijom s
popre¢nim momentom savijanja okvira pod antisimetri¢nim
opterecenjem P/2 moze se dobiti poprecni moment savijanja
poduprtog okvira pod antisimetri¢nim opterecenjem.

5. Iskrivljeni poprecni moment savijanja okvira
uzrokovan antisimetricnom obrnutom silom
nosivosti

Pri izracunu popretnog momenta savijanja okvira pod
antisimetri¢nim opterecenjem na okvir bez oslonca dodana je
zamjenjujuca sila. To je uzrokovalo pojavu popre¢nog momenta
savijanja okvira zbog distorzije. Kut distorzije, y, oznacava
promjenu kuta izmedu hrpta i donje ploce u tocki okvira D.
Primjenjuje se za izrazavanje momenta savijanja na kraju svake
ploce. Akosu M, = kyiM, =ky, sk =an /K ik =(h-an, )/
K, tada se diferencijalna jednadzba, koja ukljucuje y, moze
izraziti kao:

El .y +El,y=PF (21)

U izrazu (21) £/, oznaCava krutost na savijanje pri distorziji, Ef,
krutost bocnog okvira, F_ = a,(a,+a,)/(2h), a P, silu oslanjanja
poduprtog okvira pod antisimetricnim opterecenjem. RjeSenje
te jednadzbe relativno je usavrSeno, a pojedinosti o metodi
pocetnog parametra mogu se dobiti iz literature. Zato u ovome
radu nije prikazano rjeSenje.

Nakon izracuna iskrivljenoga popretnog momenta savijanja
okvira on je superponiran s poprecnim momentom savijanja
okvira s potporom pod antisimetricnim opterecenjem kao
i s poprecnim momentom savijanja okvira s potporom pod
pozitivnim simetricnim opterecenjem. Ta superpozicija rezultira
kona¢nim popre¢nim momentom savijanja okvira. Naime,
moment savijanja izvan ravnine svake ploCe u okviry, koji je
generiran uklanjanjem oslonca i njegovom zamjenom obrnutom
silom, mora se uzeti u obzir pri izracunavanju popretnog
momenta savijanja trapeznoga sanducastog nosata pod
antisimetri¢nim opterecenjem. Medutim, priizracunu poprecnog
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momenta savijanja pravokutnoga sanducastog nosaca moment
savijanja izvan ravnine ne moZe se generirati zbog reakcije
u obrnutome smjeru koja djeluje u ravnini hrpta. Zato se on
ne razmatra. To je razlika izmedu trapeznih i pravokutnih
sanducastih nosaca kada se navedenom metodom izracunava
popre¢ni moment savijanja.

6. Numericki primjeri i parametarska analiza
6.1. Numericki primjeri

Numericki primjer 1: Ravnomjerno opterecenje s linearnim
prirastom, P =1 kN/m, primijenjeno je na jednostavno poduprti
sanducasti nosac trapeznog presjeka. Njegov izracunani raspon,
L, bio je 1,2 m, njegov modul elasticnosti, £, bio je 2,8 GPa, a
njegov Poissonov koeficijent p, iznosio je 0,37.

100

Slika 9. Poprecni presjek numerickog primjera 1. [mm]

Dimenzije presjeka prikazane su na slici 9., pri Cemu je mjesto
djelovanja Pbilo 50 mm od tocke A. Popre¢ni momenti savijanja
kutnih tocaka A, B, Ci D sanduastog nosaca izraunani su
predloZzenom metodom i drugim metodama.

U tablici 1. navedeni su rezultati dobiveni predlozenom
metodom. Pri izraCunu poprecnog momenta savijanja pod
antisimetricnim optereCenjem antisimetricna obrnuta sila u
osloncu uzrokovala je moment savijanja u svakoj ploci okvira
(stavka (3) u tablici 1.). Zanemarivanje tog momenta savijanja
uzrokuje veliku pogresku, posebno u pogledu utjecaja kutnih
tocaka Ci D. Za sanducasti nosac pravokutnoga poprecnog
presjeka ta je vrijednost momenta savijanja jednaka nuli, dok se
za sanducasti nosac trapeznog presjeka ta vrijednost momenta
savijanja ne moze zanemariti. Dijagram poprec¢nog momenta
savijanja okvira za numericki primjer prikazan je na slici 10.
Tocke izracuna momenta savijanja na svakome kutu okvira i
pozitivni ili negativni predznak momenta savijanja prikazani su
na slici 10.

Krute potpore, analiza okvira i metode konacnih elemenata
takoder su primijenjene za izracun poprecnih momenata
savijanja okvira za sanducasti nosa¢ u numerickome primjeru
1., a usporedbe tih rezultata s rezultatima izracuna metode
predloZene u ovome radu prikazane su u tablici 2.

ToCnosti razlicitih metoda primijenjenih za izracunavanje
poprecne unutarnje sile sanducastog nosaca razlikovale su
se. Za ovaj su primjer izracuni modela konacnih elemenata
upotrijebili modeliranje elementa ljuske.

Tablica 1. Rezultati poprecnog momenta savijanja izracunani predlozenom metodom za numericki primjer 1.

Cvor okvira A B C D
Moment savijanja okvira uzrokovan pozitivnim simetri¢nim opterecenjem (s potporama) (1) -17,731 -17,731 -1,702 -1,702
Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetri¢nim optereéenjem (s potporama) (2) -11,542 11,542 11,117 -11,117
Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetri¢nim optereéenjem (bez potpora) (3) 4,754 -4,754 -14,203 14,203
Moment savijanja okvira uzrokovan posmi¢nom razlikom, T@ -0,073 0,073 0,073 -0,073
Iskrivljeni popre¢ni moment savijanja (5) 1,474 -1,474 -4,400 4,400
Ukupni moment savijanja okvira (D) + @) + @) + @) + (5)) -23,118 | -12,344 | -9,115 5,710

Sve vrijednosti momenta savijanja imaju jedinice 103 kN-m/m.

Tablica 2. Usporedba rezultata poprecnog momenta savijanja izracunanih razlicitim metodama za numericki primjer 1.

Cvor okvira A B C D
Moment savijanja okvira izracunan pomocu metode krute potpore [6, 12] @ -26,120 -9,518 0,082 -3,441
Moment savijanja okvira izra¢unan pomoéu metode analize okvira [6, 12] (2) -22,897 | -12,741 -7,763 4,404
Moment savijanja okvira predlozenom metodom (3) -23,118 | -12,344 -9,115 5,710
Moment savijanja okvira izratunan metodom konaénih elemenata (4) -22,068 | -12,108 -8,786 5,206
Pogregka 1[%]: [(2) - @)/ (@ x 100] 3,76 5,23 -11,64 -15,41
Pogreska 2 [%]: [(3) - (@) / (@) x 100] 4,76 1,95 3,74 9,68
Sve vrijednosti momenta savijanja imaju jedinice 103 kN-m/m.
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u ovome istrazivanju. U tablici 3. prikazani
su rezultati istrazivanja. Buduli da je
stalno opterecenje pozitivho simetricno,
rezultati izraCuna nisu zasebno navedeni.
Pri izratunu popre¢nog momenta savijanja

Metoda s krutim osloncima @
——- Predlozena metoda @

— -— Metoda konacnih elemenata@

okvira pod antisimetri¢nim opterecenjem
moment savijanja svake ploce (stavka
(3 u tablici 3.) u okviru bez potpore
uzrokovanog obrnutom reakcijom u osloncu

Slika 10. Rezultati poprecnog momenta savijanja za numericki primjer 1

Metoda krutih oslonaca predstavlja pojednostavljenu i
pribliznu metodu koja ne uzima u obzir moment savijanja
generiran ucinkom distorzije okvira te generira veliku
pogresku. To¢nost metode analize okvira bila je znatno veca
jer je uzela u obzir iskrivljeni poprec¢ni moment savijanja.
Medutim, i dalje je bilo velikih pogresaka u rezultatima
momenta savijanja za kutne tocke Ci D. Apsolutne vrijednosti
tih pogresaka bile su 11,64 % odnosno 15,41 %. Uglavnom,
rezultati dobiveni predlozenom metodom podudarali su
se s rezultatima konacnih elemenata, a pogreska izmedu
njih bila je relativnho mala. Na primjer, apsolutne vrijednosti
pogreSaka momenta savijanja u tockama Ci D iznosile su
3,74 % odnosno 9,68 %. lako je pogreska momenta savijanja
u kutu A bila nesSto visa od one dobivene metodom analize
okvira, pogreske na ostalim kutovima bile su manje, a ukupna
tocnost veca.

Numericki primjer 2: U drugome numerickom primjeru kao
predmet istrazivanja primijenjen je dvokolosijecni zeljeznicki
sustav na Curstoj podlozi koji je jednostavno poduprt na
sanducasti nosac. Raspon izracuna bio je L = 31,5 m, modul
elastitnosti £ = 34,5 GPa, a Poissonov omjer iznosio je y =
0,17. Vlastita tezina konstrukcije iznosila je 25,0 kN/m?3, korisno
opterecenje pretvoreno je u poprecno opterecenje sanducastog
nosaca P = 27,28 kN/m?, a njegova poprecna Sirina raspodjele
iznosila je 2,8 m. Presjek sanducastog nosaca i raspodjela
opterecenja prikazani su na slici 11.

Poprecni moment savijanja okvira uzrokovan ekscentri¢nim
korisnim opterecenjem izracunan je metodom predlozenom

nije se mogao zanemariti. Na primjer,

apsolutne vrijednosti momenata savijanja

u tockama Ci D dosegle su 6,139 kN-m/m.
Ukupna vrijednost momenta savijanja generirana korisnim
opterecenjem u tablici 3. dodana je vrijednosti stvorenoj
stalnim opterecenjem sanducastog nosaca kako bi se dobio
ukupni poprecni moment savijanja sanducastog nosaca
pod stalnim i korisnim opterecenjima. U tablici 4. prikazani
su ukupni rezultati popre¢nog momenta savijanja dobiveni
primjenom razli¢itih metoda izracuna. U ovome primjeru
model konacnih elemenata primjenjuje konacne elemente
ljuske.

w0 )1 '< 596/2 ’l‘ 312 W
MHHH % oy
475" ‘ @ &
D | 30y C
T A —Y

L 530 J

Slika 11. Poprecni presjek numerickog primjera 2. (cm)

U tablici 4. prikazana je usporedba rezultata nekoliko metoda
izraCuna poprecne unutarnje sile. To upucuje na to da je
pogreska metode analize okvira u kutnoj tocki Diznosila 8,26 %,
a kod predlozene metode 3,10 %. Predlozena metoda pokazuje
manju pogresku i vecu tocnost.

Tablica 3. Popre¢ni momenti savijanja pod korisnim opterecenjem izracunani predlozenom metodom za numericki primjer 2

Cvor okvira A B C D
Moment savijanja okvira uzrokovan pozitivnim simetri¢nim optereéenjem (s potporama) (1) -15,855 | -15,855 -0,531 -0,531
Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetri¢nim opterecenjem (s potporama) (2) -11,357 11,357 0,474 -0,474
Moment savijanja okvira uzrokovan antisimetri¢nim optereéenjem (bez potpora) (3) 4,986 -4,986 -6,139 6,139
Moment savijanja okvira uzrokovan posmi¢nom razlikom, T@ -12,500 12,500 12,500 -12,500
Iskrivljeni poprec¢ni moment savijanja @ 28,830 -28,830 -34,670 34,670
Ukupni moment savijanja okvira (D) + @) + 3) + @) + (5)) -5896 | -25814 | -28366 | 27,304

Sve vrijednosti momenta savijanja imaju jedinice 10-* kN-m/m.
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Tablica 4. Usporedba rezultata poprecnog momenta savijanja izracunanih razlicitim metodama za numericki primjer 2

Cvor okvira A B C D
Moment savijanja okvira izratunan pomoéu metode krute potpore [6] (1) -316,220 | -293,090 | -157,340 | -157,340
Moment savijanja okvira izratunan pomoéu metode analize okvira [6] (2) -296,090 | -313,220 | -181,550 | -133,130
Moment savijanja okvira predlozenom metodom @ -291,726 | -311,644 | -180,456 | -126,786
Moment savijanja okvira izracunan metodom konacnih elemenata @ -287,210 | -306,050 | -171,670 | -122,970
Pogreska 1 [%]: [(2) - @)/ @) x 100] 3,09 2,34 5,76 8,26
Pogreska 2 [%]: [(3) - @)/ @ x 100] 1,57 1,83 5,12 3,10

Sve vrijednosti momenta savijanja imaju jedinice 10-* kN-m/m.

6.2. Utjecaj omjera krutosti na iskrivljeni poprecni
moment savijanja

Parametri koji utjecu na popre¢nu unutarnju silu sanducastog
nosaca ukljucuju nagib hrpta i omjer visine i Sirine. Navedeno je
vec detaljno analizirano u literaturi [6]. Omjer krutosti gornje
ploce i hrpta sanducastog nosaca vazan je ¢cimbenik koji utjece
na raspodjelu popre¢ne unutarnje sile na svakoj plodi
sanducastog nosaca. Zhao i sur. [3, 4] proucavali su ucinak
omjera linearne krutosti na raspodjelu poprecne unutarnje sile
na svakoj ploci. Iskrivljeni poprecni moment savijanja vazan je
¢imbenik koji utjece na tocnost izrauna poprecne unutarnje sile
sanducastog nosaca. Zato se ovo istrazivanje usredotocilo na
analizu utjecaja promjene omjera krutosti gornje ploce i hrpta na
distribuciju iskrivljenoga popre¢nog momenta savijanja. Omjer
krutosti izmedu gornje ploce i hrpta definiran je kao & = £/}, a
svaka plo¢a sanducastog nosaca izradena je od istog materijala.
U ovome odjeljku slu¢aj 1. odnosi se na situaciju u kojoj se
debljina gornje plo¢e mijenja, a debljina hrpta ostaje konstantna.
Slucaj 2. odnosi se na situaciju u kojoj debljina gornje ploce
ostaje konstantna, a debljina hrpta se mijenja. Na temelju
numeritkog primjera 2. numericke vrijednosti izracunane
metodama analize okvira i utjecaj promjene omjera krutosti na
iskrivljeni popre¢ni moment savijanja ispitani su za dva skupa
radnih uvjeta. Iskrivljeni popre¢ni momenti savijanja kutnih

032 049 0,72 1,00 135 1,77
a) 235
L=l 230 -
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e
= £
'3 i
85 225G .
25
ci
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E 2 220
]
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g
215 ! —+—| —=— Cvor A(slugaj1) |
—e— Cvor D (slugaj 1)
\ 1
210 I I I I I I I I I I I I

025 0,40 0,60 085 117 155
Omijer krutosti / &

totaka B i C sanducastog nosaca i kutnih to¢aka A i D bili su
medusobno antisimetricni. Za ovo istrazivanje ucinci iskrivljenih
poprecnih momenata savijanja u tockama A i D proucavani su
radi uoCavanja promjena u omjeru krutosti, & Rezultati mogu
odrazavati utjecaj promjene omjera krutosti na distribuciju
iskrivljenoga popretnog momenta savijanja na svakoj ploci
sanducastog nosaca.

Rezultati prikazani na slici 12. odgovaraju inkrementalnim
promjenama debljine od 0,025 m za plocu sanducastog nosaca.
Za slucaj 1. & je iznosio 0,25, 0,32, 0,40, 0,49, 0,60, 0,72,
0,85, 1,00, 1,17, 1,35, 1,55 i 1,77. Moment savijanja u kutu A
postupno se povecavao s povecanjem & Moment savijanja u
kutu D prvo se postupno povecavao s povecanjem &, a zatim se
postupno smanjivao. Za slucaj 2. € je bio 0,25, 0,30, 0,35, 0,42,
0,51,0,63,0,79, 1,00, 1,30, 1,73, 2,37 i 3,38. Moment savijanja
u kutu A postupno se povecavao s povecanjem & Medutim,
kada je & dosegao 1,73, moment savijanja u kutu A poceo se
smanjivati. Moment savijanja u kutu D postupno se smanjivao
s povecanjem &.

Za slucaj 1. i 2. iskrivljeni popre¢ni moment savijanja u kutu
A postupno se sveukupno povecavao s povecanjem &, dok
se iskrivljeni poprecni moment savijanja u kutu D postupno
sveukupno smanjivao s porastom &. Promjene u kutu A
bile su uocljivije u slu¢aju 1. nego u slucaju 2., dok je trend
promjene u kutu D bio suprotan od trenda u kutu A. Varijacija

0,30 0,42 0,63 1,00 1:73; 338
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Slika 12. Ucinci promjena omjera krutosti na iskrivljeni poprecni moment savijanja: a) slucaj 1.; b) slucaj 2.
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omjera krutosti utjeCe na raspodjelu momenta savijanja
na svakoj ploci popre¢nog presjeka sanducastog nosaca,
a moment savijanja rasporeden na plocu vece krutosti veci
je od momenta za plocu manje krutosti. Analiza utjecaja
promjena omjera krutosti na iskrivljeni poprec¢ni moment
savijanja moze se neposredno odraziti utjecaj promjena
omjera krutosti na distribuciju poprecne unutarnje sile na
svaku plocu sanducastog nosaca.

7. Zakljucci

Ovaj rad primjenjuje princip varijacije energije umjesto drugih

konvencionalnih metoda za izracunavanje poprecne unutarnje

sile sanducastog nosaca tankih stjenki pod ekscentricnim
opterecenjima. Uzimajuci u obzir utjecaj distorzije sanducastog
nosaca i primjenu posmicne razlike gornje ploce kao nepoznate

velicine u diferencijalnoj jednadzbi, numerickom analizom i

istraZivanjem parametara u ovome su istrazivanju dobiveni

sljedeci rezultati:

- Zarazliku od razmatranja vodoravnog pomaka gornje ploce
sanducastog nosaca kao nepoznate veliine, za analizu
popre¢ne unutarnje sile u ovom je radu primijenjena
kontrolna diferencijalna jednadzba cetvrtog reda koja uzima
u obzir posmicnu razliku gornje ploce kao nepoznatu velicinu.
Rezultati numerickog izracuna pokazuju da su rezultati
te metode konzistentniji s rezultatima metode konacnih
elemenata u usporedbi s ostalim metodama, s maksimalnom
pogreskom koja ne prelazi 9,68 %.
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