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Numeričke simulacije hidrauličkih 
tranzijenata u crpnoj hidroelektrani Fužine

Stručni rad

Jerko Škifić, Bojan Crnković, Nelida Črnjarić-Žic

Numeričke simulacije hidrauličkih tranzijenata u crpnoj hidroelektrani 
Fužine

U radu su provedene numeričke simulacije hidrauličkih tranzijenata u sustavu crpne 
hidroelektrane (CHE) Fužine pomoću nestacionarnog 1D modela strujanja pod tlakom 
u cijevi. Primjenom nekonzervativne formulacije modela nestacionarnog strujanja 
tekućine u cijevi pod tlakom i fluks-limitirane numeričke metode drugog reda postignuta 
je zadovoljavajuća točnost modela. Dobiveni numerički rezultati su pokazali dobro slaganje 
s izmjerenim podacima promatranog sustava.
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Professional paper

Jerko Škifić, Bojan Crnković, Nelida Črnjarić-Žic

Numerical simulations of hydraulic transients in PHPP Fužine

Hydraulic transients in pumping hydroelectric power plant (PHPP) Fužine were simulated 
with 1D unsteady pipe flow model. High accuracy of the model was accomplished with the 
use of nonconservative formulation of unsteady pipe flow model incorporating unsteady 
friction model and second order flux limited numerical scheme. Simulation results show 
very good agreement between the computed and measured piezometric heads, both in 
amplitude and frequency of the oscillation.
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1. Uvod 

Hidraulički tranzijenti predstavljaju naglu promjenu tlaka 
uzrokovanom promjenom brzine gibanja fluida. Takve promjene 
mogu prouzročiti znatna oštećenja u sprovodnom aparatu 
visokotlačnih hidroenergetskih postrojenja. Radi smanjenja 
negativnih utjecaja hidrauličkih tranzijenata na elemente 
hidrauličkog sustava, analiza navedenog fenomena je predmet 
brojnih istraživanja [1-4, 14-17, 21, 22]. Bitan element gotovo 
svakog visokotlačnog hidrauličkog postrojenja je vodna komora. 
Njen utjecaj se očituje u smanjenju duljine cijevi pod direktnim 
utjecajem elastičnih tlačnih valova uzrokovanih djelovanjem 
turbine ili crpke. To ima za posljedicu skraćenje dužine cjevovoda 
potrebnog za promjenu stacionarnog režima rada postrojenja, 
čime se poboljšava regulacija promatranog hidroenergetskog 
sustava.
Tijekom numeričkih simulacija hidrauličkih tranzijenata 
energetski se gubici uslijed djelovanja trenja uobičajeno 
aproksimiraju izrazima izvedenim za stacionarne ili 
kvazistacionarne uvjete strujanja, čime numeričko 
modeliranje disipacije i periode 
hidrauličkog udara nije moguće 
predvidjeti na zadovoljavajući način. 
Iako je razvijen veći broj modela 
nestacionarnog trenja [1-4, 18-
20, 24, 26], u ovom radu je korišten 
nestacionarni model trenja zasnovan na 
proširenoj Brunoneovoj formulaciji [9], 
zapisan u nekonzervativnoj formulaciji 
[7]. Uz metodu karakteristika, razvijene 
su i Godunovljeve numeričke metode 
za rješavanje numeričkih modela s 
nestacionarnim trenjem [18, 23, 25]. 
Rješavanje dobivenog numeričkog 
modela provedeno je klasičnom fluks 
limitiranom numeričkom metodom 
drugog reda, koja se pokazala dobrim 
izborom s aspekta implementacije, 
brzine rješavanja, točnosti i stabilnosti 
u širokom spektru prostornih i 
vremenskih koraka [7].
Stabilnost numeričkih simulacija uvelike 
ovisi o implementaciji rubnih uvjeta, 
posebice vodne komore. Primjerice, 
Wang i Yang primjenjuju kombinaciju 
eksplicitne i implicitne metode u analizi 
hidrauličkih tranzijenata hidroelektrana 
[14]. Također, prigušna vodna komora je 
predmet analize stabilnosti i hidrauličke 
analize pomoću turbulentnog k-ε modela 
[15]. Wan i ostali su provodili numeričke 
simulacije hidrauličkih tranzijenata 
Brunoneovim modelom nestacionarnog 
trenja pomoću MacMormackove 

numeričke metode uz iterativnu metodu razrješenja rubnog 
uvjeta vodne komore [16]. U ovom radu su rubni uvjeti razriješeni 
metodom karakteristika, vodeći računa o Riemannovim 
invarijantama i evaluaciji stanja na rubu nekonzervativne 
implementacije promatranog modela. Radi osiguranja 
stabilnosti numeričkih simulacija, posebna je pozornost 
usmjerena ma rubni uvjet vodne komore, u slučajevima u kojima 
je moguće definirati različite širine prostornih koraka dovodne i 
odvodne cijevi.
Dobiveni model je validiran usporedbom numeričkih rezultata s 
izmjerenim podacima promatranog sustava [11].

2. Opis crpne hidroelekrane Fužine

Strojarnica CHE Fužine smještena je na izlazu iz tunela 
Lokvarka-Ličanka, koji povezuje Lokvarsko jezero i jezero Bajer. 
Tlačni tunel Lokvarka – Ličanka ukupne dužine 3456,5 m ima 
promjer 2,4 m od vodne do zasunske komore Fužine 2,20 m. 
Vodna komora je cilindrična, s donjom horizontalnom komorom 
(slika 1.).

Slika 1. Uzdužni presjek tunela Lokvarka-Ličanka [13]

Slika 2. Poprečni presjek strojarnice CHE Fužine [13]
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Zasunska komora je smještena na izlazu iz tunela, iza prijelaza 
tunela u čelični tlačni cjevovod. Iza zasunske komore čelični 
se cjevovod račva u dva ogranka. Jedan ogranak promjera 
1,00 m vodi prema ispustu, a drugi promjera 1,80 m služi kao 
čelični tlačni cjevovod za dovod i odvod vode do strojarnice 
hidroelektrane.
Strojarnica se nalazi uz regulacijski kanal Ličanke i služi za 
smještaj turbine i crpke (slika 2.). Turbina koristi vodu iz 
Lokvarskog jezera na padu od 24,50 do 54,50 m. 
Čelični tlačni cjevovod je ukopan u teren dužine 44 m. Promjer mu 
je 1,8 m, a završava račvom i dvama odvojcima s prirubnicama 
promjera 1,6 m na koje su priključeni leptirasti zatvarači turbine 
i crpke.

3. Matematički model

3.1.  Jednodimenzionalni model nestacionarnog 
strujanja u cijevima

Tlačni tunel je modeliran pomoću nestacionarnog 
jednodimenzionalnog Allievijevog modela. Jednadžbe modela 
definirane u [7], su dane izrazima (1) i (2):

 (1)

Qt + gAHx = Js + Ju (2)

gdje indeks t označava parcijalnu derivaciju očuvane varijable u 
vremenu, dok indeks x označava parcijalnu derivaciju očuvane 
varijable udaljenost duž osi cijevi.
Gdje je:
H  - piezometrička visina, 
Q  - protok
c  - brzina širenja zvuka
g  - ubrzanje uslijed gravitacije,
A  - površina poprečnog presjeka cijevi
Js i Ju  -  gubici po jediničnoj dužini cijevi uslijed stacionarnog i 

nestacionarnog trenja.

Zanemari li se član nestacionarnog trenja Ju, model je jednak 
klasičnom Allievijevom modelu. Stacionarni gubici su definirani 
izrazom (3):

 (3)

gdje fs označava Darcy-jev faktor trenja i D promjer cijevi. 
Nestacionarni član trenja Ju definiran je izrazom (4) [2]:

 (4)

Ovdje je ΦA = sign(Q) i k Brunoneov koeficijent trenja definiran 
izrazom (5):

 (5)

Koeficijent C* određen je sljedećim izrazom:

 (6)

gdje Re označava Reynoldsov broj.

Konačno, uzevši u obzir oblike izraza (1), nestacionarni model 
trenja je moguće rastaviti na dva dijela [9] te se može pisati

 (7)

Ovdje kP predstavlja Brunoneov koeficijent trenja (5), dok je kA 
određen izrazom kA = 3/2kP [7].

3.2. Rubni uvjeti

Rubni uvjet jezera modeliran je kao spremnik s lokalnim otporom 
[10] na ulazu u sprovodni aparat, odnosno, piezometrička visina 
na ulazu u tunel iznosi

 (8)

gdje je Q protok na ulazu u cijev, A poprečni presjek cijevi, ζ 
lokalni hidraulički gubitak na ulazu u cijev koji uključuje sve 
lokalne hidrauličke gubitke između cijevi i jezera, a Hs = H(t) 
označava razinu vode jezera.
Model vodne komore se definira diferencijalnom jednadžbom, 
prema [10]:

 (9)

gdje Hst označava razinu vode u vodnoj komori, Ast = Ast(Hst) je 
poprečni presjek u vodnoj komori na Hst [5].

Protok u vodnoj komori ili iz vodne komore moguće je izračunati 
izrazom (10):

 (10)

gdje je CD koeficijent protoka vodne komore , a Hst piezometrička 
visina u cijevi ispod vodne komore [10]. Predznak Qst indicira 
smjer strujanja vode, odnosno za: 
 - Qst > 0 fluid struji u vodnu komoru,
 - Qst < 0 fluid struji iz vodne komore.

U općem slučaju kod vodne komore vrijedi uvjet u kojemu je 
piezometrička visina H jednaka za dovodnu cijev, a za odvodnu 
cijev jednaka je visini vode u vodnoj komori Hst.
Protok u dovodnoj cijevi grana se na protok u vodnu komoru i 
protok u odvodnu cijev prema jednostavnom izrazu (11)
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Qd = Qo + Qvk (11)

Ovdje je Qvk protok u vodnu komoru, a utjecanje ili istjecanje 
u vodnu komoru uzrokuje povišenje ili sniženje razine vode u 
komori prema izrazu (12):

 (12)

gdje je zt visina vode u vodnoj komori, Avk = Avk(z) površina 
poprečnog presjeka vodne komore na visini z.

4. Numerički model

Matematički model opisan u prethodnom poglavlju iskazan je u 
nekonzervativnoj formulaciji. Na taj modul primijenjenaje  fluks-
limitirana numerička metoda drugog reda [7]. Donosi se sažeti 
opis nekonzervativne formulacije i Roeove fluks-limitirane 
numeričke sheme drugog reda. Odabrana se numerička metoda 
pokazala stabilnom za široki spektar vremenskih i prostornih 
koraka [7]. 
Allievijev model definiran izrazima (1) i (2), uzimajući u obzir 
članove stacionarnog i nestacionarnog trenja u izrazima (3) i (7), 
može se zapisati u obliku:

ut + f(u)x = g(u, ux) (13)

gdje je

 (14)

Izvorni član g sadrži derivaciju vektora stanja po prostornoj 
komponenti, čime dio izvornog člana postaje nekonzervativni 
produkt [5]. Sustav je tada moguće zapisati u nekonzervativnoj 
formulaciji (detaljno opisano u [6]), a vlastite vrijednosti i desni 
svojstveni vektori imaju sljedeći oblik:

 (15)

 (16)

Te se vrijednosti, odnosno njihove numeričke aproksimacije, 
koriste u Roevoj fluks limitiranoj shemi definiranoj izrazom (17):

 (17)

gdje je  numerička aproksimacija srednje vrijednosti točnog 
rješenja u i-toj ćeliji u vremenu tn = nΔt, n = 0,1,...,;  
predstavlja numeričku aproksimaciju fluksa na rubu ćelije xi+1/2 u 
vremenu tn. Konačno,  je numerička aproksimacija izvornog 
člana u i-toj ćeliji u vremenu tn. 

Vremenski korak Δt određen je izrazom 

 (18)

gdje Ccfl označava Courantov broj [12], λ označava vlastitu 
vrijednost sustava određenu izrazom (15), a Δx širinu prostornog 
koraka numeričke metode.
Fluks na rubu ćelije je definiran s izrazom (19):

 (19)

Ovdje je  = [r(1), …, r(m)] matrica desnih vlastitih vektora i 
 = diag(λ(p), p = 1, …, m), gdje m označava broj jednadžbi 

sustava zakona očuvanja. U slučaju fluks limitirane sheme, 
matrica  je iskazana pomoću sljedećeg izraza (20):

 (20)

Ovdje je  funkcija fluks limitera [12] koja može poprimiti različite 
oblike, dok je u ovom slučaju korišten Minmod oblik:

φ(θ) = max (0, min(1,θ)) (21)

Član θ je definiran sljedećim izrazom:

 (22)

gdje su l(p)n lijevi svojstveni vektori Jacobijeve matrice evaluirani 
na rubu ćelije i+1/2. 

Formalno, stabilnost numeričkog modela je osigurana za Ccfl < 1 za 
sustave bez izvornog člana. U slučaju gore promatranog sustava 
numerički eksperimenti su pokazali numeričku stabilnost 
modela za Ccfl < 0,9 [7].

4.1. Rubni uvjeti

Ovako opisana numerička metoda primjenjuje se na sve 
unutarnje diskretizacijske točke domene. Na rubovima domene 
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potrebno je u numeričkom modelu na odgovarajući način 
implementirati rubne uvjete. To će biti opisano u nastavku, 
pri čemu se svi rubni uvjeti u ovome radu temelje na metodi 
karakteristika (slika 3.).
Poznato je da su na karakteristikama Riemannove invarijante 
konstantne. Uvede li se oznaka P za proračunsku točku u 
vremenskom sloju tn+1 , A i B za proračunske točke u vremenskom 
sloju tn lijevo, odnosno desno od točke P, dobivaju se pozitivna i 
negativna invarijanta za klasični Allievijev model

 (23)

 (24)

Pri čemu je Ca = gA/c. 

Slika 3. Karakteristike

Uzimajući u obzir činjenicu da su Riemannove invarijante na 
karakteristici konstantne, dobije se lako rješiv sustav jednadžbi:

Qp = Cp – CaHP

 (25)
Qp = Cn – CaHP

Karakteristika definirana pravcem AP naziva se pozitivnom 
karakteristikom, a karakteristika definirana pravcem BP naziva 
se negativnom karakteristikom.
Karakteristika koja pada točno u točku na rubu u vremenskom 
sloju tn+1 dolazi iz nekog područja između dvije točke (slika 4.). 

Slika 4.  Razlika dosega interpoliranog stanja konstantnom i 
korigiranom brzinom propagacije poremećaja 

Kod klasičnog Allijevijevog modela je postupak određivanja 
mjesta u n-tom vremenskom sloju jednostavan.
Kako su vlastite vrijednosti konstantne, odnosno λ1,2 = Fc, a 
vremenski korak između n-tog i n+1 stanja je poznat i iznosi dt, 
tada je α = λdt/dx.
Evaluacija stanja između dvije točke na udaljenosti αdx od 
ruba je izvedena linearnom interpolacijom (slika 4.). Kako su 
Riemannove invarijante poznate za navedeni model, moguće 
je evaluirati stanje na rubu. Ovdje posebnu pažnju zahtijeva 
evaluacija stanja na rubu nekonzervativne implementacije 
Allijevijevog modela. Vlastite vrijednosti spomenutog modela 
(15) nisu konstantne, odnosno λ = λ (k1(Re(u1),k2(Re(u2)), gdje 
Re označava Reynoldsov broj. Brzina propagacije poremećaja je 
nepoznata jer ovisi o nepoznatom interpoliranom stanju između 
dvije proračunske točke. Kako vrijedi

u = (1-α(u))u1 + α(u)u2 (26)

gdje je α(u) = λdt/dx, rješenje se može odrediti iz gore navedene 
nelinearne jednadžbe (26).

Zbog nemogućnosti izračunavanja Riemannovih invarijanti 
Allijevijevog modela definiranog izrazima (1-7), malih razlika 
interpoliranih stanja s interpoliranim stanjima klasičnim 
Allijevijevim, evaluiranje stanja je provedeno postupkom 
analognim opisanom postupku za klasični Allijevijev model.

4.1.1. Poznati protok

Ako bi se zadao rubni uvjet poznatog protoka izrazom  
QP = Qzadano(t) na uzvodnom ili nizvodnom kraju cijevi, prva 
komponenta vektora stanja se izračunava iz pripadajuće 
karakteristike. Za poznati protok na nizvodnom kraju cijevi, prva 
komponenta se odredi pomoću izraza (27):

HP = HA – B(QP – QA) – RAQA(QA) (27)

gdje je 

 (28)

4.1.2. Uvjet spremnika

Ako bi se zadao rubni uvjet spremnika na uzvodnom kraju cijevi, 
uzme li se u obzir izraz (8), odnosno

 (29)

gdje su Ao površina poprečnog presjeka odvodne cijevi, Qo protok 
u odvodnoj cijevi i uvedu izrazi



Građevinar 2/2022

140 GRAĐEVINAR 74 (2022) 2, 135-143

Jerko Škifić, Bojan Crnković, Nelida Črnjarić-Žic

 (30)

pri čemu je B = 1/Ca te kombinirajući s pozitivnom karakteristikom 
dobije se

 (31)

Konačno, piezometrička visina HP se izračuna iz pripadajuće 
karakteristike.

4.1.3. Vodna komora

Ovdje se polazi od pretpostavke da su u vremenu t poznate 
piezometričke visine i protoci odvodne i dovodne cijevi u 
proračunskim točkama.

Slika 5. Vodna komora

Najprije se prema izrazu (23) dobiju interpolirana stanja u 
točkama A i B, ovisno o tome je li cijev dovodna ili odvodna, 
kao i vrijednosti Cp i Cn dane izrazima (23) i (24). Zadatak je 
korištenjem dobivenih vrijednosti i primjenom invarijanti na 
karakteristikama odrediti protok u vodnu komoru. U tom slučaju 
je potrebno riješiti sustav jednadžbi:

QPd[N] = CP – CaHPd[N] (32)

QP0[0] = CP + CaHPo[0] (33)

QPd[N] = QPo[0] + QPvk (34)

HPd[N] = HPo[0] = HP (35)

 (36)

 (37)

uz pretpostavku da hidraulički gubici na spoju cijevi s vodnom 
komorom nisu značajni. Iz navedenog sustava može se dobiti 
izraz (38)

   (38)

u kojoj je nepoznata veličina QPvk. Uvedu li se sljedeće supstitucije

q = HP - zPvk

 (39)

q = lq1

p = lp1

slijedi da izraz (38) ima oblik

gdje je x = QPvk.

Prethodno navedena jednadžba ima dva rješenja:

 (41)

Time je moguće odrediti protok QPvk u vodnoj komori ili iz 
vodne komore. U slučaju velikih gradijenata površina poprečnih 
presjeka vodne komore, posebna pažnja mora se obratiti na 
aproksimaciju izraza (12) čija je jednostavna implementacija 
prikazana izrazom (38). 
Ostale veličine se lako dobiju iz izraza (32) do (37), čime je 
razriješen rubni uvjet vodne komore. Ovakva implementacija 
rubnog uvjeta vodne komore osigurava stabilnost numeričkih 
simulacija, naročito u slučajevima u kojima je razina vode u 
vodnoj komori približno jednaka geodetskoj visini naglih 
promjena površina poprečnih presjeka vodne komore, odnosno 
na geodestkim visinama gdje vrijedi , a zvk≈ z*.

5. Implementacija i verifikacija modela

Matematički model CHE Fužine je kalibriran prema 
mjerenjima energetskih i prijelaznih značajki CHE Fužine. 
Odnosno, kalibracijom je određen Darcyjev faktor trenja fs, 
koeficijent protoka vodne komore CD i brzina širenja zvuka 
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c. Za gubitke na dionici Lokvarsko jezero – vodna komora 
korišteni su:
 - izmjerene razine vode Lokvarskog jezera
 - izmjerene razine vodne komore
 - izmjeren protok. 

Prostorni korak na dionici Lokvarsko jezero – vodna komora 
iznosi Δx = 20 m, dok je tlačni cjevovod diskretiziran prostornim 
korakom od Δx = 5 m. Brzina širenja zvuka iznosi c = 934 m/s za 
betonski dovodni tunel, a c = 1284 m/s za čelični tlačni tunel. 
Apsolutna hrapavost betonskog dovodnog tunela je određena 
sa e = 2,3 mm, a apsolutna hrapavost čeličnog tlačnog tunela 
određena sa e = 0,1 mm. Vremenski korak određen izrazom (18) 
izračunan je uz Courantov broj Ccfl = 0,8.
Na slikama 6. i 7. prikazana je usporedba izmjerenog i 
izračunanog pada vodnog lica na dionici Lokvarsko jezero-vodna 
komora u turbinskom i crpnom radu. Nadalje, verifikacija modela 
je provedena na dva jednostavna i jednom složenom scenariju.

Slika 6.  Usporedba izmjerenog i izračunanog pada na dionici Lokvarsko 
jezero – vodna komora u turbinskom radu

Slika 7.  Usporedba izmjerenog i izračunanog pada na dionici Lokvarsko 
jezero – vodna komora u crpnom radu

5.1.  Usporedba mjerenja i rezultata simulacije uslijed 
zaustavljanja turbine

Prema izvršenim mjerenjima, kota jezera Lokve je iznosila 
766,43 m n. m. Rekonstruirana funkcija protoka prikazana je 
na slici 8. Rezultati dobiveni numeričkom simulacijom pokazuju 
dobro slaganje s izmjerenim vrijednostima, što je dobro vidljivo 
na slici 9.

Slika 8.  Vremenska ovisnost protoka za vrijeme ispitivanja prijelaznih 
pojava uslijed zaustavljanja turbine

Slika 9.  Usporedba mjerenih i izračunanih vrijednosti razina vodnog 
lica u vodnoj komori uslijed zaustavljanja turbine

5.2.  Usporedba mjerenja i rezultata simulacije uslijed 
složenog djelovanja turbine i crpke

Prema izvršenim mjerenjima, kota jezera Lokve je iznosila 
766,58 m n. m. Rekonstruirana funkcija protoka prikazana je na 
slici 10. Dobiveni rezultati prikazani su na slici 11. Može se uočiti 
izuzetno dobro slaganje s izmjerenim vrijednostima, unatoč 
tome što prije upućivanja crpke nisu vrijedili stacionarni uvjeti 
strujanja u hidrauličkom sustavu. Također, slabije prigušenje 
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modelskih oscilacija prilikom pokretanja crpke pripisano je 
neslaganju izmjerenog i realnog protoka u sustavu prilikom 
upućivanja crpke.

6. Zaključak

Standarni nestacionarni model strujanja tekućine u cijevi proširen 
je modelom nestacionarnog trenja i primijenjen na simulacije 
strujanja hidrauličkih tranzijenata u CHE Fužine. Odabrana 
fluks-limitirana shema prvog reda očekivano ne unosi značajnu 
numeričku difuziju u promatrani sustav, čak i nakon velikog 
broja vremenskih koraka. Evaluacija stanja na rubu je provedena 
postupkom analognim postupku za klasični Allijevijev model. 
Njegova točnija evaluacija ostaje izazov kojim bi potencijalno bilo 
moguće dodatno unaprijediti točnost odabranog numeričkog 
modela. Implementacija rubnog uvjeta vodne komore omogućava 
stabilnost numeričkih simulacija i u slučajevima u kojima je 

razina vode u vodnoj komori približno jednaka geodetskoj visini 
naglih promjena površina poprečnih presjeka vodne komore. 
Dodatno, moguće je definirati različite širine prostornih koraka 
za hidrauličke elemente uzvodno i nizvodno od vodne komore. 
Unatoč uvedenim aproksimacijama koje uključuju geometrijski 
opis vodne komore, kao i vremensku ovisnost protoka za vrijeme 
ispitivanja prijelaznih pojava, rezultati numeričkih simulacija 
pokazuju relativno dobro slaganje s izmjerenim podacima. Time 
uspostavljeni matematički, odnosno numerički model potvrđuje 
opravdanost primjene na simulacije strujanja hidrauličkih 
tranzijenata u hidroelektranama. 
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